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SUMMARY

Expressions for the phase velocity of the waves that can be visually observed on the upper
boundery of an inversion in larse bassins were derived. For calculation purposes the atmo-
sphere is divided into two layers: ,,the lake’’ of cool air in the bassin and the atmosphere
above it. These two layers are divided by the inversion layer, wich is supposed to be so
thin as to be only a resion of discountinuity of temperature and wind velocity. Expres-
sions for the phase velocity were derived for the two layers with a constant temperature
gradient and as a special case, also for the two layers with constant but different tempera-
tures. The phase velocity for the two isothermal layers is a function of the air pressure at
the bottom of the lake, the height of the inversion, the height of the level of subsidence,
the temperature difference between the two layers, the wind velocity in and above the
lake and the wave number. During numerical analysis of the expression both limits of
,shallow” and ,,deep water”’ were observed. It is also significant that the height of the
subsidence layer and the absolute value of the temperatures have only minor influence on
the phase velocity. Another interesting fact is that wind velocity affects the phase velo-
city of the waves with smaller wawe numbers less than those with greater wave numbers.

POVZETEK

Izpeljali smo disperzijski relaciji za valovanje na horizontalni loénici dveh zraénih plasti,
v katerih je vertikalni gradient temperature razli¢en od ni¢. Za izotermni plasti, vertikalni
temperaturni gradient je enak ni¢, smo izraz podrobneje analizirali. Pokazalo se je, da je
fazna hitrost odvisna od dejanskega zraénega tlaka na dnu kotline, viSine dvignjene inver-
zije, temperaturne razlike med plastema, hitrosti vetra v zgornji in spodnji plasti in seveda
od valovnega §tevila. Opazeni sta bili limiti ,,globoke’ in ,plitve plasti’ in absolutni vred-
nosti temperatur imata na fazno hitrost majhen vpliv, prav tako ima pri dolgih valovnih
dolZinah hitrost vetra nad jezerom manjsi vpliv na fazno hitrost, kot smo pri¢akovali.

uvob

V tem delu poiskusamo prikazati primeren model, s katerim bi pojasnili nekatere lastno-
sti valovanj, ki jih opazimo na megleni plasti nad kotlinskimi jezeri hladnega zraka. Ta
jezera se pojavijo v razgibanem reliefu ob moé&nem radiacijskem ohlajanju in 3ibkih vetro-
vih, tako da se v vdolbinah reliefa nabere hladen zrak, ki nato tam ostane, dokler se ne
spremeni sinopti¢na situacija. V kotlini zbrani zrak je hladnej$i od zraka nad njim, na
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vertikalnem poteku temperature opazimo inverzijo. Inverzna plast je pogosto tenka v
primerjavi z relativno vidino inverzije glede na dno kotline, zato lahko govorimo o inverzni
plasti kot o gladini jezera hladnega zraka. Zaradi tenkosti inverzije lahko idealizirano rece-
mo, da je le-ta pravzaprav le loénica med hladnej$im zrakom v jezeru in toplej$im nad
njim. Atmosfero si torej moremo misliti sestavljeno iz dveh razli¢no toplih (gostih) plasti,
na ploskvi diskontinuitete pa se ob motnji lahko pojavijo valovanje. V nadaljevanju si
bomo pogledali enadbe, ki popisujejo to valovanje, pregledali bomo pogoje, ki omejujejo
reditve teh enacb, in tako izpeljali disperzijsko relacijo, dolo¢ili izraze za fazno hitrost ter
izradunali fazno hitrost valovanja pri razliénih meteorolo$kih pogojih.

PREDPOSTAVKE

Koordinatni sistem orientiramo z osjo Z proti zenitu, os X pa postavimo v smer morebit-
nega vetra. Prostor naj bo v smeri X neomejen, v smeri Z pa imamo pri z=0 tla in na
vi§ini z=h inverzijo. Vse procese bomo popisovali dvodimenzionalno; v smeri Y sprememb
ni. Vektor hitrosti se torej zapise:

U= (u,0,w)

hkrati pa velja

Pri radunanju $irjenja gravitacijskih valov so poleg tega obigajne Se tele predpostavke
(Blumen 1971)

zanemarimo vrtenje Zemlje,

gibanje zraka je neviskozno,

popreéno stanje je hidrostatiéno uravnoteZeno,
procesi so adiabatski (dvigi in spusti po suhi adiabati).

Zaradi megle, ki se ponavadi nabere v inverzni plasti, dvigi in spusti na gladini jezera hiad-
nega zraka ne potekajo po suhi adiabati, saj pride pri spremembah vidine gladine do faznih
sprememb. Hkrati pa so odmiki gladine od ravnovesne lege majhni v primerjavi z globino
jezera, tako da temperaturne spremembe zaradi dvigov in spustov niso velike. Zaradi tega
nadomestimo zahtevo po adiabatiénosti procesov s predpostavko o nestisljivosti zraka
(Cadez 1958), torej

divu=0

Ker zanemarimo rotacijo Zemlje in viskoznost, lahko zahtevamo, da je ¢asovno poprecije
rotorja vektorja U enako ni&, tako da je tok potencialen.
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OSNOVNE ENACBE

Zahtevali smo, da je div U=0 in rot U=0. Zadnj i

, ‘ =0. nja zahteva se reducira v enaébo (rott)y=0
druge komponente rotorja so enake nié zaradi dvodimenzionalnosti. Tako dobimo e?‘nZébi'
enacbi

ou ow (1
9 X ¥ 9z 0

au ow

- - (2)
d X 0.X 0

V4 ovdt:/.ajanjem prve po x in druge po z lahko enaébi zdruzimo in dobimo Laplacovi
enadbi:

2 2
Vu=0,Vw=0 )

7 . . - . _ _ . .
inavu Eav(\;(;/'zeljgrzgt u . U+tv, inws= v, kjer je U popreéna hitrost vetra v smeri X, Vy
. oni hitrosti v posamezni smeri; popreéno hitrost v vertikalni i
. ; sm -
vimo enako 0, e pa posta

Enacbi (3) resimo z valovnima nastavkoma

v, =f(2) sin (k(x —ct) + ¢

v, = f(z) cos (k(x —ct) + ¢ “

Ta nastavka izberemo iz dveh razlogov: na ta nagin dosezemo, daj je Gasovno popredje
(rot u) y=0, hkrati pa dobimo na povrsini potujoge valovanje. Z nastavkoma (4) pretvo-
I’ITO enacbi (3) v navadne diferencialne enadbe, ki jih z upostevanjem robnih pogojev
reSimo. (Od tod dalje se indeks 1 nana$a na koligine v jezeru, 2 pa na koliéine nad njim
indeks j pa lahko nadomesti oba). Robni pogoji za hitrost so taknile: '

— zaspodnjo plast: v,4 (x=0) =0,

— za zgornjo plast lahko postavimo podoben pogoj, ¢e upostevamo, da nastanejo jezera
hladnega zraka ve¢inoma v anticiklonalnih vremenskih situacijah, za katere je zna&ilna
moéna subsidencna inverzija. Ta inverzna plast s svojo veliko stabilnostjo prepreéuje
vertikalna gibanja. Postavimo torej, da velja V,o (z = d) = 0, kjer je d viS§ina spodnjega
roba subsidenéne inverzije.
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— na meji obeh plasti pri z = hsmo zahtevali potujode valovanje, odmike od ravnovesne
lege popisemo z f§ = Becos(k(x = ct),), tako da je hitrost premikanja lognice g =g
ke . sin (k(x — ct)). Na meji se sredstvi ves ¢as in povsod stikata in hkrati ne prihaja do
meganja. Zato so smiselni le izrazi, zakatere velja kg = ko = kinyy =gy = 9. Fazno
razliko izberemo enako ni&. S faznimi hitrostmi ¢q in ¢y pa je takole. Ce zrak v zgornji
in v spodniji plasti miruje, potem velja zaradi stikanja in nemesanja sredstev podobno kot
za valovno $tevilo ¢q = ¢y = ¢, Ce pa se zrak v zgornji plasti giblje s popreéno hitrostjo
U, v spodnji pa z U,, potem mora na lo&nici veljati c = Uy +¢q = U, +cy. Vsaka plast
L vidi” sosednjo, kot da se premika s hitrostjo valovanja c. Z upostevanjem zgornjih robnih
pogojev, polje hitrosti torej zapiSemo takole:

v,1 = A sh(kz) . sin(k(x—=(c—U) 1)) (5)
vyq = A ch(kz) . cos(k(x—(c—Uq) 1))

V,5 = B sh(k(z—d) . sin{k(x—(c—U5) t})

vy2 = B ch(k(z—d) ° cos(k(x—(c—Ug) 1))

Z gibalnima enacbama

(6)
OVy; api
Pj——— =~ —— " gpj
0t 0z
oV, : op;
Pj Xj o _ i
ot c0X

je polje hitrosti (5) povezano s poljem pritiska. Za dologitev slednjega moramo integrirati
enaébi (6) po &asu. V teh dveh enagbah se prvi¢ pojavi gostota p. Cadez (1959) je tukaj
postavil 9p/dv0, kot da je atmosfera homogena, v nasi izpeljavi pa bomo bolj splosni.
Temperaturo popisemo z T =Ty + 74, kjer je T temperatura priz=0,v, paje vertikalni
temperaturni gradient. S tak$no temperaturo izratunamo gostoto, upostevaje hidrostati¢-
no ravnovesje za popreéne razmere in dobimo

. (Xi 7
pj=pjo(1—7l7-) (7)
T]o
kjer sta
o = (g +7jR)/7jR in pjo=po/RTjo

Tako izradunano gostoto postavimo v gibalni enadbi (6). Integrala teh dveh enacéb nista
analitiéno redljiva za poljubne vrednosti koeficienta v, zanesljivo pa sta resljiva, Ce sta
plasti vsaka posebej izotermni. Tedaj pa¢ velja enostavo
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Pj = pjo - exp (- gz/RTj)

Za izotermni primer se pritiskovni polji zapiSeta takole:

P wy Aexp (- a; 2)
PI(XZt)'— ﬁ(kchk p g
[ C z) + B 10
K- o (k z) +a; shik 2) Y1+ - exp(- a, z) + py,
1
oziroma
Py (x,z,1) = =20 “2 Bex 2, 2

k - -
k? - a} chik(z = d)) +a, shikiz=d)) * ¥, +p, 4 g expla, 2)+py

Pri obeh izrazih za pritisk smo uporabili naslednje okrajsave:

g
Wi * k(c - U.) q; = ——— - \b,= - Sy
i ’ ’ cos (kX wijt}) ;
] J RTj | it)

Pio iNPy, pa sta integracijski konstanti.

Za plasti s temperaturnim gradientom pa dobimo takgnale izraza

a
' h ¥ 1+b

Py (X, 2,1) = Awipy ¥y [ (1+b,2) Lohikadz = P 14002 © o
(o]

- (a1+1)'b1

in podobno

Q,
gp20 (1 + b, Z)
Pz .,

hi «
P2 (x,2,1)=Bwypy ¥, s (1+b,2) * shik(z-d))dz -
o
(a2 +1) hb,

kjer je

bj=7j/Tjo
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DISPERZIJSKA RELACHA
Disperzijsko relacijo izpeljemo iz dinami&nega in kinemati¢nega pogoja na loénici pri z=h.

1. Ce v zgornji in v spodnji plasti ni popreénega toka (U = U, =0) na diskontinuiteti,
veljata pogoja

py (x, h+8,t)=p; (x,h+6,1)

in hkrati e
vz; (x, h,t) =vzy {x, h,t)

Po daljsem radunu, pri katerem upoétevamo, da so amplitude valovanja majhne, dobimo
disperzijske relacije

a) &e je temperaturni gradient razlien od ni¢

(8)
w? g (p1 - P2)
G -G
kjer so:
|
pj= Pjo (1 + bjh) * .
2 ay
G =_I:_.ﬁlf__ fh {(1+by2) 1sh(kz)dz;
*"%h (k) ©
2 o
G,= .k__pf_"____ fh (1+byz) ? shikiz-d))dz
shik(h—-d)) ©
b) &e sta plasti izotermni
, {9)
W glei=p)

ik? p1F1-p Fa

kjer so

k - cth(kh) +a; e k » cth{k(h - d)) + a,
gy pigem o) Py T
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i. Cepa U; inU, nista ni¢, potem na lo&nici velja kombinirani mejni pogoj (Cadez
1958), ki se zapise takole:

0 . R apl ) PaZl ' .
— (p1=p2) = (U; - Uy) (—-——- + gpa — |+ gpy (vzy —vz,) =0
ot 0x ot

] . . op, 0z, ‘ . .
- (py —p2) '(U1_U2)(“"‘ +tgp1 ——|t gpy (vz; —vzz) = 0
ot ax ot

t h

kierje Z; = [ vz dt in  Z, = [ vz, dt
o] o

Po daljSem radunu, pri katerem upo3tevamo majhnost amplitud valovanja, dobimo takine
rezultate:

a) za plasti s temperaturnim gradientom:

w  U;G; —U,G, +\/ glor —pa) 6. G (U =U;)? (10)
- = : : -G, —
k Gi—-G, -~V G;—G, ? (G1 —G,)?

pri ¢emer so okrajSave enake kot pri (8)

b) za izotermni plasti:

w _ PlUl Fll - ;02U2 F2 + 9(91 ’:pz) (U] ';Uz)z (11)

- . ——————p1p2F Fy —— " \
k p1FL—p2F, —" P1F1 — Py F, (01 Fy—pyFy)

kjer so okrajSave enake kot pri (9). Disperzijske relacije (8), (9), (10) in (11) nam kazejo
povezavo med meteoroloskimi parametri, valovnim §tevilom in krozno frekvenco. Kvo-
cient w/k je fazna hitrost, odvod 3¢ /dk pa je grupna hitrost valovanja.
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ANALIZA FAZNE HITROSTI ZA IZOTERMNE PLASTI

V povezavi med w in k nastopajo naslednji meteorolodki in reliefni parametri:

h — vidina inverzije nad dnom kotline,

T, = — temperatura jezera hladnega zraka,

T, — temperatura zraka nad jezerom,

U; — hitrost vetra v jezeru,

U, — hitrost vetra nad jezerom,

nh — nadmorska visina dna kotline*,

Po — zraéni tlak na dnu kotline, reduciran na mors!d nivo,*fr e )

d — nigelni nivo za odmike v vertikalni smeri (viina subsidenéne inverzije).

* namesto teh dveh parametrov lahko nastopa dejanski tlak na dnu kotline poo

Ti parametri se lahko spreminjajo takole: h — visina inverzije: za éirok_e ngline, taksne
priblizno ustrezajo zahtevi po neomejenosti, je Petkoviek (1979)' (EiO'OCIl visine med 100
in 400 metri. Zaradi smiselnosti rezultatov mora biti h vedno manijsi od d.

T,, T, < temperatura zraka v jezeru mora biti vedno niZja od temperature zraka nad
! . 'zl - v . .
njim. T, sama pa je dolocena z meteorologko situacijo, ki omogo¢a nastanek jezera hlad
nega zraka: to je zimsko anticiklonalno vreme.

U; — hitrost premikanja zraka v jezeru smo postavili enako ni¢, ker v jezerih hladnega
zraka ponavadi ni vetra. o . o »
U, — Klad jezerom se zrak lahko premika, vendar zaradi anticiklona ti vetrovi niso mocni.
po — dejanski pritisk na dnu kotline lahko izradunamo iz reducirgn'e v'rfz.dnosti prl'tlska.

d — vi$ina zgornjega nicelnega nivoja za odmike v vertikalni smeri je Yusma spo@f\;ega robg
subsiden&ne inverzije, merjeno od dna kotline navzgor, v anticikionih more biti med 50
in 3000 metri (vse navedbe po Lamb (1 972)).

V ilustracijo smo izraunali nekaj primerov z razliénimi kombinacijami Pararpetrov pri
razliénih valovnih dolZinah; rezultati teh racunov so predstavljeni v nadaljevanju. Ugoto-

vili smo naslednje:

1. Odvisnost fazne hitrosti od visine subsidengne inverzije, ¢e so drugi pavr'ametri kon-
stantni, je majhna. Slika 1 prikazuje rezultate tega raduna za valovne dolzine L (L =
2 7/k) 500, 1000, 2000, 4000 in 6000 metrov.

2. Ce se temperaturi zraka v jezeru in tistega nad njim spreminjata tako, da je nujr)a raz-
lika stalna, potem se fazna hitrost spremeni le malenkostno, &etudi se temperaturi spre-
menita za ve& kot deset stopinj (slika 2).

3. Odvisnost fazne hitrosti od hitrosti poprec¢nega toka v zraku nad jezerom: fazna hi-
trost sledi naraséajoci hitrosti vetra, vendar to sledenje ni enako za vse valovne dolZine.
Pri manjdih hitrostih vetra se valovi premikajo hitreje od vetra, razlika med hitrostma pa
se z nara$¢ajoCo hitrostjo vetra manjSa. Dolgi valovi se pri majhnih hitrostih vetra sicer
gibljejo hitreje od kratkih, vendar za njimi pri vecjih hitrostih zaostanejo. Zanimivo je, da
se fazna hitrost valov z dolzino 6000 metrov spremeni le za slaba 2 m/s, Eetudi se hitrost
vetra spremeni za 10 m/s.

4, Spreminjanje fazne hitrosti valovanja v odvisnosti od viSine inverzije pokaze pricako-
vane lastnosti: za jezera z majhno globino je spreminjanje fazne hitrosti, posebno Se za
dolge valovne dolzine, precejSnje; pri globjih jezerih pa se doseze limita ,,globoke vode”,
mejno razmerje h/L. je priblizno 0.2.

5, Spreminjanje fazne hitrosti glede na spreminjanje temperaturne razlike med plastema
— pri ¢emer je temperatura zraka v jezeru konstantna (slika 5) — pokaze, da fazna hitrost
dolgih valov z naras¢ajoco razliko temperatur nara$¢a nekoliko hitreje od fazne hitrosti
kratkih valov.

6. Slika 6 prikazuje spreminjanje fazne hitrosti kot funkcijo valovne dolzine. Druzina kri-
vulj se lo¢i po razliki temperatur in po hitrosti vetra. Za vse krivulje je znacilno, da se pri
dolgih valovnih dolzinah fazna hitrost ustali, globina jezera je namre¢ le 200 metrov, do-
sezena je torej limita ,,plitve vode”. Prav tako je za vse krivulje znacilno, da je fazna
hitrost za primere z vetrom vecja od fazne hitrosti tistih brez vetra, vendar razlike niso
enake pri vseh valovnih dolZzinah. Pri kratkih valovnih dolZinah nara$¢ajo krivulje za
primere brez vetra hitreje od tistih z vetrom, pri daljSih pa se krivulje primerov z vetrom

hitreje ustalijo, tako da maksimalne razlike v hitrostih nastopijo pri L je priblizno 2000
metrov.

Zahvaljujem se prof. dr. Z. Petkovsku, ki me je opozoril na problem.
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Slika1 Fazna hitrost kot funkcija viSine subsidencne inverzije T = 270K, T = 277K,
h=200m,U=4m/s, p= 1030 mb, nadmorska vi§ina dna kotline je 300 m
(zadnja dva parametra sta enaka tudi pri naslednijih slikah)
Fig. 1  Phase velocity as function so the heihat of the subsidence layer, T = 270K, T=
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277K, h=200m, U=4m/s,p= 1030 mb, the altitude of the basin is 300 m.
(Last two parameters are also valid for the other Figures)
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Slika 2 Spreminjanje fazne hitrosti v odvisnosti od temperature zraka, ¢e je razlika med
_ temperaturama plasti konstantna. U=0m/s,d= 1500 m, H =200 m
Fig. 2  Phase velocity as a function of temperature; the difference between the
temperatures of the two layers is constant, U=0m/s,d = 1500 m, h = 200 m
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Slika 3 Spreminjanje fazne hitrosti v odvisnosti od hitrosti popreénega toka v zgornji
plasti. T=277K, T=280K,h=200m,d = 1500 m

Fig.3 Phase velocity as function of the velocity of the mean flow in the upper layer.

. T=277K, T=280K, h=200m,d= 1500 m
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Slika 4 Fazna hitrost kot funkcija visine inverzije. T = 273K, T= 277K, u= 0 m/s
~ d=1500m ' '
Fig. 4  The dependance of the phase velocity on the height of the inversion.
T=273K, T=277K,U=0m/s,d = 1500 m
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Slika 5 Spreminjanje fazne hitrosti v odvisnosti od temperature zraka v zgornji plasti.

T=270K,U=0m/s,h=200m, d= 1500 m.
Fig.5 Phase velocity as a function of the temperature of the upper layer.
T=270K,U=0m/s,h=200m,d=1500m
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Slika 6 Odvisnost fazne hitrosti od valovne dolzine, hitrosti poprecnega toka in
temperature zgornje plasti, h = 200 m, d = 1500 m ’
(krivulje A, C in E so za primere brez vetra, pri ostalih) je U =4 m/s)

Fig. 6  Phase velocity as a function of wave lenght with the upper layer’s temperature
and mean velocity as parameters, h =200 m, d = 1500 m
{functions A, C and E are for the cases without wind, others with U = 4 m/s)
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